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Sazetak

Ovaj rad nastao je u Zelji da se mladim natjecateljima srednjoskolcima
teorijski i prakti¢no predstavi inverzija u planimetriji. Na samom pocetku
dan je neSto opSirniji teorijski uvod u kojem su pored dobro poznatih
svojstava inverzije dani i dokazi tih svojstava. U nastavku je na nizu
primjera ilustrirana njezina praktiéna primjena.

1 Uvod

Vecéina transformacija koje se primjenjuju u rjeSavanju planimetrijskih problema
su izometrije. Nesto rjede primjenjuju se i homotetivne transformacije — no u
svakom od tih preslikvanja pravac se preslikava u pravac, a kruznica u kruznicu
(ili u elipsu, u op¢em slucaju afinih transformacija). No, kod inverzije nije
takav slucaj. Inverzija, naime, preslikava pravce i kruznice u pravce i kruznice,
ali pri tome moze pravac transformirati u kruznicu i obrnuto. Ovo je jedan od
razloga zasSto inverzija ponekad daje neocekivane i zanimljive rezultate u svojoj
primjeni.

Dajmo sada formalnu definiciju inverzije, a zatim protumacimo njezino prak-
ti¢no znacenje.

Definicija 1.1. Neka je O tocka u ravnini E, a r pozitivan realan broj. Inverzi-
jom ravnine E u odnosu na kruznicu k(O,r) nazivamo preslikavanje koje svaku
tocku te ravnine P razlicitu od O preslikava u tocku P’ na polupravcu OP tako
da vrijedi OP-OP' = r2. Tocka O se pritom preslikava u tocku u beskonacnosti.!

1Ravnina E se preslikava, strogo govoreéi, u tzv. inverzivnu ravninu I, euklidsku ravninu
prosirenu tockom u beskonac¢nosti oo (koja se smatra zajedni¢kom toc¢kom svih pravaca te
ravnine, pa, u krajnjem slu¢aju, i onih paralelnih). Primijetimo da prosirivanjem polazne
ravnine E tockom co otvaramo moguénost da se srediSte inverzione kruznice k£ nade u toj tocki,



Napomenimo da stariji autori izostavljaju posljednju recenicu ove definicije,
navodeéi da se tocka O inverzijom uopée ne preslikava (te, samim tim, ospo-
ravaju stajaliSte da je inverzija geometrijska transformacija u strogom smislu,
vidjeti npr. [10]).

Kako su ¢itatelji upoznati s osnom refleksijom (zrcaljenjem ravnine u od-
nosu na zadani pravac), pokusat ¢emo inverziju objasniti kroz ovo elementarno
preslikavanje. Toc¢nije, inverziju moZemo smatrati generalizacijom osne reflek-
sije: rije¢ je, naime, o refleksiji na kruznici. Pravac mozemo promatrati kao
luk kruznice beskona¢nog polumjera, pa ova generalizacija ima smisla.? Zain-
teresirani Citatelj moze relativno lako pokazati kako se prakti¢no provodi ova
generalizacija.

Iz definicije 1.1 direktno slijedi

Posljedica 1.2. Inverzija ravnine u odnosu na kruznicu k(O,r) tocke na kruz-
nici k preslikava u njih same, tocke u unutrasnjosti kruga koji omeduje ta kruz-
nica u njegovu vanjstinu i obrnuto.

Nije se tesko uvjeriti da vrijedi i
Posljedica 1.3. Inverzija je bijekcija i involucija.’

Pokazimo kako konstruirati tocku P’ iz definicije 1.1, tj. kako naé¢i inverz
tocke u odnosu na kruznicu. Ovim postupkom uvjeriti éemo se i u istinitost
posljedica 1.21 1.3.

1. Neka tocka P lezi na kruznici k(O,r). Spojimo li ovu tocku sa srediStem
inverzije O, ocito je da na polupravcu OP postoji to¢no jedna tocka P’
koja ispunjava jednakost OP-OP’ = r2, i to sama tocka P. Dakle, P’ = P.

2. Neka tocka P lezi izvan kruznice k(O, r). Povucimo kroz to¢ku P tangentu
na kruznicu k& (slika 1) i ozna¢imo dodirnu tocku tangente i kruznice s M.
Neka je M P’ visina trokuta OM P. Iz sli¢nosti pravokutnih trokuta OM P
i OP'M slijedi P'O : OM = OM : OP, pa je OP-OP' =2, te je P’ slika
tocke P pri ovoj inverziji.

3. Neka tocka P lezi unutar kruznice k(O,r). Primijenimo obrnut postupak
onom u sluc¢aju (2). Spojimo, dakle, tocke O i P i povucimo okomicu
na pravac OP kroz tocku P. Jedan od presjeka tog pravca s kruznicom k
oznacimo s M, kroz tocku M povucimo tangentu na k i presjek te tangente
i pravca OP oznacimo s P’ (o€ito, rije¢ je o istoj slici kao u slucaju (2),
sa zamijenjenim mjestima tofaka P i P’). Iz identi¢nog razloga sli¢nosti
kao pod (2) slijedi da je P’ slika toc¢ke P pri ovoj inverziji.

pa se kruZnica k pretvara u pravac, na ¢emu se zasniva i sljedeéi dio naSeg izlaganja. Takoder
vrijedi spomenuti da vie o uvodenju proSirene euklidske ravnine putem tzv. stereografske
projekcije zainteresirani itatelji mogu naci u ¢lanku (8] te u [5].

2Kaizu da je tako na ideju inverzije dosao Apolonije iz Perge, u jednom od svojih izgubljenih
djela (ta ideja vidi se i u teoremu o Apolonijevoj kruznici, vidi [1]). U novije doba, tek je
Jacob Steiner u XIX. stolje¢u pokazao pravu mo¢ inverzije, iskoristivsi je u svojim radovima
za virtuozne dokaze nekih starih i postavljanje nekih novih teorema.

3To znadi da je invertirana slika svake tocke P’ toka P, tj. I(I(P)) = P, gdje I oznaluje
inverziju.



Slika 1: Inverzija je bijekcija i involucija.

Ovim smo direktno dokazali posljedicu 1.2. Posljedica 1.3 za toc¢ke na kruz-
nici direktno slijedi iz (1), a za ostale slijedi iz ¢injenica da su tocke P’ u (2) i
(3) jednoznac¢no odredene (zbog simetrije, svejedno je koju ¢emo od dviju mo-
guc¢ih tangenti povuéi u (2), ili koji éemo presjek pravca i kruznice odabrati u
(3)). Ocita je involutivna veza izmedu slucajeva (2) i (3), gdje tocka P iz (2)
odogovara tocki P’ iz (3) i obrnuto.

Sad ¢emo dokazati nekoliko osnovnih svojstava inverzije, koja je ¢ine moénim
sredstvom u modernoj planimetriji.

Teorem 1.4. Ako je O centar inverzije, a tocke A i B tom su inverzijom
preslikane u A’ 1 B, tada su trokuti OAB 1 OB’ A’ slicni.

Dokaz. 1z definicije 1.1 slijedi: OA-OA’ = OB -OB’, pa je OA: OB = OB’ :
OA, a buduéi da je ZAOB = Z/B'OA’, trokuti OAB i OB’ A’ su sli¢ni. O

Teorem 1.5. Ako je O centar inverzije, pravac p koji prolazi tockom O presli-
kava se u samog sebe.*

Dokaz. Prema definiciji 1.1, svaka tocka pravca p (osim O) se preslikava u to¢ku
na istom tom pravcu. Buduéi da je rije¢ o bijekciji, pravac p preslikava se u
samog sebe. O

Teorem 1.6. Ako je O centar inverzije, pravac p koji ne prolazi tockom O
preslikava se u kruznicu koja prolazi tockom O.

Dokaz. Spustimo normalu OC' na pravac p iz centra inverzije O (slika 2) te
odaberimo proizvoljnu tocku M na p. Buduéi da su trokuti OCM i OM'C’
sli¢ni (teorem 1.4), kut ZOM'C’ je pravi, pa po Talesovu teoremu tocka M’ lezi
na kruznici k promjera OC’. Ako je X toc¢ka kruZnice k razli¢ita od O, tada
je ona slika pri inverziji tocke Y koja se nalazi u presjeku polupravca OX i p.
Dakle, inverzija preslikava pravac p u kruznicu k (preciznije, k \ {O}). O

4Kad govorimo o krivulji ¢ koja prolazi centrom inverzije O, mislimo na g \ {O}, zbog
specifi¢nosti (ne)preslikavanja tocke O.
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Slika 2: Ako je O centar inverzije, pravac p koji ne prolazi tockom O preslikava
se u kruznicu koja prolazi tockom O.

Teorem 1.7. Ako je O centar inverzije, kruznica koja prolazi tockom O presli-
kava se u pravac, a kruznica koja ne prolazi tockom O u kruznicu.’

Dokaz. Slucaj kruznice koja prolazi tockom O direktno slijedi iz teorema 1.6 i
svojstva involutivnosti inverzije.

Neka sada O ne pripada kruznici k& i neka su A i B tocke presjeka kruznice k i
pravca koji prolazi tockama O i S (gdje je S srediste kruznice k), a M proizvoljna
tocka na k. Pokazimo da je kruznica k' promjera A’ B’ slika pri inverziji kruznice
k. Za to ¢e, po Talesovu teoremu, biti dovoljno pokazati da je kut ZA’M’B’
pravi. U daljnjem razmatranju koristit ¢emo se orijentiranim kutovima, da
ne bismo morali analizirati viSe sluCajeva u ovisnosti o polozaju tocke M. Iz
teorema 1.4 imamo sli¢nost trokuta OAM i OM’'A’ te OBM i OM’'B’, pa je
ZOMA =/Z0A'M'i ZOMB = ZOB'M’, tj. Z(OM,MA) = —Z(OA’,M'A")
i Z(OM,MB) = —-Z(OB',M'B’). Zato je Z(AAM',M'B’") = Z(A’M',OA") +
Z(OB'M'B"Yy = Z(OM,MA)+ £(MB,OM) = Z(MB,MA) = 90°. O

Teorem 1.8. Slike pri inverziji kruZnice i njezine tangente (ili dviju kruznica
koje se dodiruju) dodiruju se ako i samo ako se tocka dodira originala ne poklapa
s centrom inverzije. U suprotnom, preslikavaju se u paralelne pravce.

Dokaz. Dovoljno je provesti dokaz u jednom smjeru, drugi slijedi iz bijektivnosti
i involutivnosti inverzije. Ako se toc¢ka dodira ne poklapa sa centrom inverzije,
ocCito ¢e i nakon inverzije postojati zajednicka tocka medu krivuljama, tj. i slike
ée se dodirivati. S druge strane, ako se dvije kruznice dodiruju u tocki O, tada
se preslikavaju u dva pravca okomita na pravac koji povezuje njihova sredista.

50vo ipak ne znaéi da se u slu¢aju preslikavanja kruznice u kruznicu srediste jedne presli-
kava u srediste druge — mozete to provjeriti!



Ako je rije¢ o pravcu i kruZnici koji se dodiruju u tocki O, tada se pravac
preslikava u samog sebe, a kruZnica u pravac okomit na pravac koji povezuje
tocku O i srediste kruznice. O¢ito je da je u oba slucaja rije¢ o preslikavanju u
dva paralelna pravca. O

Teorem 1.9. Ako je O centar inverzije, a tocke A i B tom su inverzijom
preslikane u A’ 1 B, tada vrijedi

AB - r?
OA-OB’
Dokaz. Iz teorema 1.4 imamo OA : AB = OB’ : A’B’, dok iz definicije 1.1

imamo OB - OB’ = r2. Iz ove dvije relacije direktno slijedi A’B’ = AB -
r2/(OA - OB). O

A'B' =

Teorem 1.10. Inverzija je konformalno preslikavange, tj. éuva kutove medu
krivuljama.b

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti na primjeru dviju kruznica ($to ne vodi smanje-
nju opcenitosti, jer je slucaj pravca i kruznice zapravo specijalan sluc¢aj dviju
kruznica). Povucimo tangente ¢1 i to kroz tocku presjeka kruznica. Prema
teoremu 1.8, kut izmedu slika kruznica jednak je kutu izmedu slika tangenti.
Inverzijom s centrom u O, pravac t; preslikava se u samog sebe ili u kruznicu
¢ija je tangenta u toc¢ki O paralelna pravcu t;. Zato je kut izmedu slika pravaca
t1 i te jednak kutu izmedu originala. Time je tvrdnja dokazana. O

Navedeni teoremi dovoljni su za uspje$no koristenje inverzije u elementarnoj
planimetriji (kao §to ¢emo i vidjeti na primjerima). No, sa znanstvene strane
potrebno je na ovom mjestu dati jos nekoliko napomena koje inverziju povezuju
s modernim tokovima u geometriji.

S analiticke strane, inverziju krivulje moZemo promatrati kroz transformaciju
koordinata na temelju sljede¢ih teorema, koje navodimo bez dokaza samo zato
Sto spomenuti teoremi nisu nuzni za koristenje inverzije u standardnoj skolskoj i
natjecateljskoj planimetriji. No, ¢itatelj s osnovnim poznavanjem analiticke ge-
ometrije lako se moZe uvjeriti da ovi teoremi jednostavno slijede iz definicije 1.1.

Teorem 1.11. Ako je polarna jednadzba krivulje K dana s r = r(0), tada je
polarna jednadzba njoj inverzne krivulje dana jednadzbom r = k?/r(0), gdje je
k polumger inverzije.

Teorem 1.12. Ako je O(xo,y0) centar, a k polumjer inverzije, tada je krivulja
inverzna krivulji C(f(t), g(t)) v Kartezijevim pravokutnim koordinatama dana

§7
K (f — o)
(f —0)? + (9 — v0)?

SToénije, antikonformalno preslikavanje, jer preslikani (orijentirani) kut je suprotan po
smjeru onom originalnom. Napomenimo i to da kutom izmedu dviju krivulja smatramo kut
izmedu tangenti na te krivulje.

"Primijetimo da se, ako se za kruZnicu inverzije izabere jedini¢na kruZnica sa sredistem u
ishodistu, navedene jednadzbe dosta pojednostavljuju.

xr = X9+




k*(g — yo)
—20)? + (9 —¥0)*

Koristeéi se ovim teoremima, nije teSko pokazati i analiticki rezultate koje
smo dobili kroz teoreme 1.4 — 1.9, kao i nove rezultate, npr. mozemo do¢i do spoz-
naja u §to se inverzijom preslikavaju druge poznate krivulje (konike, spirale. . .).
Tako se npr. hiperbola preslikava u lemniskatu (ako se inverzija radi u odnosu
na njezino srediste), ili parabola u kardioidu (ako se inverzija radi u odnosu na
njezin fokus). Vise o tome moZete naéi u [12]. Na kraju, spomenimo i mo-
guénost generalizacije inverzije na viSedimenzionalne prostore, od kojih je za
elementarnu geometriju bitna samo sferna (trodimenzionalna) inverzija, o ¢emu
vige moZete naci u [1].

y:yo+(f

2 Primjeri

Brojni su primjeri koristenja inverzije u planimetrijskim problemima. Kroz ve-
¢inu primjera provladi se jedna vazna Cinjenica: inverziju primjenjujemo u slu-
¢ajevima kad se jedna tocka na slici zadatka nameée kao centar problema: kroz
nju prolazi vise kruznica, odreduje vise vaznih kutova i sli¢no.

Ovdje ¢emo se ograni¢iti na primjere iz ,natjecateljske prakse”. Naime, iako
je jako ilustrativna primjena inverzije na tzv. pramene kruznica i sustave koje
¢ine same kruZznice (vidi npr. nesto viSe o Steinerovoj porizmi, ili o Apolonijevim
krugovima u [7] ili [2]), takvi primjeri nisu najpogodniji za upoznavanje mladog
natjecatelja s magijom inverzije (kao ni, npr., jako zanimljivi na€ini primjene
inverzije u izvodenju geometrijskih konstrukeija samo s pomocu Sestara, vidi [6]
ili [10]).

Primjer 2.1. (/8], Ptolomejev teorem) Za konciklicne tocke A, B, C, D vrijedi:
AB-CD+ AD - BC = AC - BD.

Rjesenje. Promatrajmo inverziju s centrom u D i proizvoljnim polumjerom r.
Opisana kruZnica trokuta ABC preslikava se u pravac koji prolazi tockama A’,
B’ i C’ (teorem 1.7). Buduéi da je A’B’ + B'C" = A’C’, prema teoremu 1.9
imamo:

AB - r? BC -r? AC - r?

AD-BD  BD-CD AD-CD’
MnoZenjem posljednje jednakosti s (AD - BD - CD)/r? dobivamo trazenu jed-
nakost. Provedemo li postupak unatrag, nije teSko dobiti i obrat ovog teorema.

Primjer 2.2. ([3]) Dane su kruznice k1, ko, k3 i ky takve da svaka od kruznica
ko, k4 dodiruje kruznice k1 i ks, pri éemu tocke dodira nisu kolinearne. Dokazati
da su tocke dodira konciklicne.

Rjesenje. Oznacimo toc¢ke dodira kruznica k1 i ko, ko 1 k3, k3 1 k4 te k4 1 k1 redom
s A, B, C'i D. Inverzija s centrom u A proizvoljnog polumjera preslikava ki 1 ko
u paralelne pravee k7 i kb, a k3 1 k4 u kruznice k% i k) koje se dodiruju u tocki
C’, a pravce kb i kj dodiruju redom u B’ i D’. O¢ito su B’, C’ i D’ kolinearne
tocke, pa B, C'i D leZe na kruznici koja prolazi tockom A (teorem 1.6).



Primjer 2.3. (8], Iran 1995.) Oznacimo s M, N i P tocke dodira upisane
kruznice trokuta ABC' i stranica AB, BC i C A, redom. Dokazati da su srediste
upisane i opisane kruznice trokuta ABC te ortocentar trokuta MNP kolinearni.

Rjesenje. SrediSte upisane kruZnice trokuta ABC' i ortocentar trokuta M N P
leZe na Eulerovom pravcu® trokuta MNP. Inverzijom u odnosu na upisanu
kruznicu trokuta ABC tocke A, B i C preslikaju se u A’, B’ i C' koje su redom
polovista duzina PM, M N i NP. Bududi da je srediSte opisane kruznice trokuta
A’ B'C" ujedno i srediste kruznice devet to¢aka® trokuta M N P, koji se nalazi na
Eulerovom pravcu trokuta M N P, srediSte kruZznice opisane oko trokuta ABC
takoder se nalazi na ovom pravcu.

Primjer 2.4. ([/], IMO 1996.) Neka je P tocka u unutrasnjosti trokuta ABC
takva da vrijedi ZAPB — ZACB = ZAPC — ZABC i neka su D i E sredista
upisanih kruznica trokuta APB i APC, redom. Pokazati da se AP, BD i CE
sijeku u jednoj tocki.

Rjesenje. Primijenimo li inverziju s centrom u A i proizvoljnim polumjerom
r, zadani uvjet pretvara se u ZB'C'P' = /ZC'B'P’, tj. B'P' = P'C’. Budud¢i
da je P'B' = PB-r?/(AP - AB) (teorem 1.9), vrijedi AC/AB = PC/PB. 1z
posljednje jednakosti slijedi da simetrale BD i C'D kutova ZABP i ZACP dijele
duZinu AP u istim omjerima, te su konkurentne s AP.

Primjer 2.5. ([3], Izrael 1995.) Neka je PQ promjer polukruinice s, a kruznica
k iznutra dodiruje s i duzinu PQ u tocki C. Neka su A i B redom tocke na s i
PQ takve da je AB tangenta na k okomita na PQ. Dokazati da je AC simetrala
kuta /PAB.

Rjesenje. Promatrajmo inverziju s centrom u C, proizvoljnog polumjera. Polu-
kruZnica s preslikava se u polukruznicu s’ promjera P'Q’, kruznica k u tangentu
k' polukruznice s’ paralelnu s P'Q)’, a AB u kruZnicu [ ¢ije se srediSte nalazi
na P'Q)’ i dodiruje k" (pa je polumjer kruznice ! jednak polumjeru polukruznice
s'). Kruznica [ tada sijece s’ i P'Q’ redom u tockama A’ i B’. O¢ito je P'A'B’
jednakokracan trokut, pa vrijedi ZPAC = LA'P'C = LA'B'C = Z/BAC (te-
orem 1.10).

Primjer 2.6. ([11], Srbija 2008.) Dan je trokut ABC. Neka su tocke D i E
na praveu AB u redoslijedu D - A - B - E takve da je AD = AC i BE = BC.
Simetrale unutarnjih kutova kod tjemena A i B sijeku nasuprotne stranice redom
u tockama P i Q, a kruznicu opisanu trokutu ABC redom u tockama M i N.
Pravac koji spaja tocku A sa sredistem kruznice opisane trokutu BMFE i pravac

koji spaja tocku B sa sredistem kruznice opisane trokutu AN D sijeku se u tocki
X, X # C. Dokazati da je CX L PQ.

8Bulerov pravac trokuta je pravac na kojem leze srediste opisane kruznice, teziste i orto-
centar tog trokuta.

9Kruznica devet todaka ili Feuerbachova (Eulerova) kruznica trokuta ABC prolazi polo-
vistima stranica trokuta, noZiStima normala i polovi§tima duzina AH, BH i CH, gdje je H
ortocentar trokuta ABC.



Rjesenje. Oznacimo s U srediSte kruznice opisane trokutu BM E. Primijenimo li
inverziju s centrom u A i kvadratom polumjera AB-AC, to¢ke B i C' preslikavaju
se u tocke B’ i C' simetri¢ne tockama C' i B u odnosu na AP, tocke P 1 M
preslikavaju se jedna u drugu, a E preslikava se u tocku E’ simetricnu Q u
odnosu na AP. Prema tome, pravac AU poklapa se s pravcem koji spaja A sa
sredistem kruznice B’PE’.

Vidimo da je taj pravac simetri¢an pravcu AZ u odnosu na simetralu kuta
A, gde je Z srediste kruznice opisane trokutu C'PQ. Analogno se dobiva da
je pravac BZ simetri¢an pravcu koji spaja B sa sredistem V' kruznice AND u
odnosu na simetralu kuta B. Po Cevinu teoremu u trigonometrijskom obliku,
pravci simetri¢éni pravcima AU, BV, CX u odnosu na simetrale kutova A, B, C'
redom se takoder sijeku u jednoj tocki, $to znaci da je pravac C'Z simetrican C' X
u odnosu na simetralu kuta C'. No, kako je Z srediSte kruznice C'PQ, pravac
CX sadrzava visinu trokuta C'PQ, $to je trebalo i dokazati.

Analizom ovih primjera ¢itatelj je mogao doc¢i do zakljucka da primjena
inverzije Gesto pojednostavljuje ina¢e kompliciran problem (uglavnom je, na-
ime, rije¢ o problemima koji su i nastali invertiranjem poznatijih, jednostavnih
problema). No, to nije uvijek slu¢aj. Mnoge probleme primjena inverzije moze
dodatno zakomplicirati — zato oprez!

3 Zadaci za samostalan rad

Zadatak 3.1. (/9], Dunavski kup 2007.) Neka je tocka E poloviste dijago-
nale BD tetivnog cetverokuta ABCD i neka su ki, ko, k3 i k4 opisane kruznice
trokuta AEB, BEC, CED i DEA, redom. Ako je pravac CD tangenta na kruz-
nicu kg, dokazati da su tada pravci BC, AB i AD redom tangente na kruzZnice
k1, ko i ks.

Zadatak 3.2. (/3]) Dokazati Feuerbachov teorem: kruznica devet tocaka dodi-
ruje upisanu i sve tri pripisane kruznice trokuta.

Zadatak 3.3. ([4], IMO Shortlist 2003.) Neka suT'1, 'y, I's, T'y nepodudarne
kruznice takve da se I'y i I's te I's i I'y dodiruju izvana u tocki P. Neka su A,
B, C i D redom tocke presjeka I'y i T'g; T i I'g; I's i Ty; Ty 4 'y, pri cemu su
sve te tocke razlicite od P. Dokazati da vrijedi

AB-BC PB?

AD-DC  PD?
Zadatak 3.4. ([7], Rumungska 1997.) Oznacimo s k upisanu kruZnicu trokuta
ABC' i s D proizvoljnu tocku na stranici BC' tog trokuta. Dokazati da se kruznice

koje dodiruju k, AD i BD te k, AD, DC medusobno dodiruju ako i samo ako
je /ZBAD = /CAD.

Zadatak 3.5. ([7], SAD 1993.) Neka je ABCD Zcetverokut s medusobno oko-
mitim dijagonalama koje se sijeku u O i neka su tocke O1, Oz, O3 i O4 0sno
simetriéne tocki O u odnosu na AB, BC, CD i1 DA, redom. Dokazati da je
cetverokut 01020304 tetivni.




Zadatak 3.6. ([/], IMO Shortlist 1993.) Neka je tocka I srediSte upisane, a
O srediste opisane kruznice k trokuta ABC. Kruznica k¢ dodiruje stranice C A
1 CB u tockama D i E te iznutra dodiruje kruznicu k. Dokazati da je tocka I
poloviste duzine DE.

Zadatak 3.7. ([4], IMO Shortlist 2002.) Upisana kruZnica k oStrokutnog tro-
kuta ABC' dodiruje stranicu BC' u tocki K. Tocka M je poloviste visine spuStene
iz tocke A na BC, a N (druga) tocka presjeka kruznice k i KM. Dokazali da
se opisana kruznica trokuta BCN i kruznica k dodiruju u tocki N .
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