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Sazetak

U ovom ¢lanku prikazujemo kako pomoc¢u Fibonaccijevih brojeva
izgraditi brojevni sustav.

1 Uvod

Najveé¢i matematicar srednjeg vijeka, Leonardo iz Pise, poznatiji kao Fibo-
nacci, otkrio je neobi¢an matematicki niz koji danas nosi njegovo ime. Fi-
bonaccijev niz ¢ine brojevi 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,... pri ¢emu se svaki slje-
deé¢i broj racuna kao zbroj prethodnih dvaju u nizu. Elementi Fibonacci-
jeva mniza nazivaju se i Fibonaccijevi brojevi. Fibonacci je do tog otkric¢a
doSao promatrajué¢i razmnozavanje zeceva u prirodi, te pokuSavajuéi pre-
dvidjeti koliko ¢e parova zeci¢a podignuti jedan par zec¢jih roditelja u jed-
noj godini. Ocito, navedeni niz mozemo definirati i rekurzivnom relacijom
Fn — I'n—1 +Fn_2, F1 - ]., F2 - 1
Zanimljivu primjenu Fibonaccijevih brojeva nalazimo pri njihovu koristenju
kao baze za prikazivanje prirodnih brojeva. U toj se bazi prirodni brojevi
prikazuju kao sume nekoliko Fibonaccijevih brojeva, no postoje odredene
prepreke koje najprije valja ukloniti kako bi prikaz bio jedinstven.
Fibonaccijev brojevni sustav povezuje razne grane matematike, kao sto
su kombinatorika i teorija brojeva, s odredenim dijelovima teorijskog racu-
narstva poput kriptografije i algoritama za pretrazivanje podataka. U racu-
narstvu se osobito pokazao korisnim za sustave u kojima se podaci serijski



pohranjuju i traze [1]. Takoder, prilikom kompresija digitalnih fotografija
pokazuje znatne prednosti nad klasicnom LBS metodom koja koristi se bi-
narnim brojevnim sustavom [6]. Osim toga, prikazivanje prirodnih brojeva u
Fibonaccijevoj bazi omogucdilo je jednostavno kodiranje podataka stvaranjem
nizova u kojima se brzo moze utvrditi gdje jedan podatak zavrsava, a drugi
pocinje. Prirodnim prosirivanjem Fibonaccijeva brojevnog sustava dobiveni
su novi sustavi koji svoju ulogu takoder pronalaze u racunarstvu, jer uz
odredene uvjete ponovno imaju znacajne prednosti kod izvodenja osnovnih
aritmetickih operacija u odnosu na klasi¢ni binarni brojevni sustav.

2 Fibonaccijev brojevni sustav

U matematici se za prikaz prirodnih brojeva koriste razli¢iti brojevni sustavi.
Najpoznatiji su binarni i dekadski. U binarnom sustavu prirodne brojeve
prikazujemo kao sumu potencija broja 2 koje mnozimo znamenkama 0 i 1,
dok u dekadskom brojeve prikazujemo kao sumu potencija broja 10 koje
mnozimo znamenkama 0,1,2,3,4,5,6,7,81 9.

Fibonaccijev brojevni sustav je onaj u kojem brojeve prikazujemo kao
sumu Fibonaccijevih brojeva. Dakle, neki prirodni broj N mozemo prikazati
kao

N=a, 1Foi1+...+aFy+ a1 F3+ apFs,
gdje je su F; brojevi Fibonaccijeva niza koji zadovoljavaju relaciju F; =
Fi 1+ Fi s, Fy =1=Fy, te je a; € {0,1}. Ovaj sustav sli¢an je binarnom
brojevnom sustavu, jer se koristi samo znamenkama 0 i 1, ali za razliku od
binarnog brojevnog sustava, Cija je baza broj 2, u ovom sustavu baza su
Fibonaccijevi brojevi.

Primjer 2.1. PrikaZimo broj 8 u Fibonaccijevu brojevnom sustavu.

8:F6:F5+F4:F5—|—F3+F2:F5+F3—|—F1
Kao sto vidimo, broj 8 mozemo prikazati na nekoliko na¢ina s pomocu Fibo-
naccijevih brojeva. Bolji pregled daje nam sljedeca tablica.
Fi F6 F5 F4 F3 F2 Fl
Vrijednost 8 5 4 3 2 1
Q;

0 0 0
1 0 0
1 1 1
1 1 0

_— o O O

0
1
0
0

o O O =



Za prikaz broja 8 u Fibonaccijevoj bazi uzeli smo ¢etiri Fibonaccijeva broja,
a pojavilo se nekoliko prikaza. To nam govori da za prirodne brojeve u Fi-
bonaccijevoj bazi ne¢emo dobiti jedinstven prikaz broja jer postoji vise od
jednog nacina kako bismo prikazali taj broj. Kako mozemo urediti novi bro-
jevni sustav u kojem ¢e prikazi prirodnih brojeva biti jedinstveni?

Do nejedinstvenosti dolazi zbog dva razloga:

1. h=F=1
Ovaj problem rjesavamo tako da odlu¢imo koji ¢emo od ta dva broja
upotrijebiti u prikazu.

2. FE=F_1+F_»

U prikazu mozemo izabrati F; ili F;_; + F;_>. Na ovaj nacin dobi-
vamo najkradi ili najdulji mogucéi prikaz. Prirodno je odabrati najkraci
prikaz.

Sljedec¢a dva teorema pokazuju nam kako zaista dobivamo brojevni sustav s
jedinstvenim prikazom brojeva ako napravimo ova dva izbora [3].

Teorem 2.1 (Zeckendorf). Svaki prirodan broj N moZe se prikazati kao zbroj
razlicitih Fibonaccijevih brojeva

N=F,+F,+...+F
tako da je pritom gy < ip—2z2zak=1,2,...,r —1 te je 1, > 2.

Dokaz. Dokaz teorema provodimo matematickom indukcijom. Za N = 1
tvrdnja je to¢na jer je Fy = 1. Pretpostavimo da je N > 2 prirodan broj te
da je tvrdnja to¢na za sve brojeve manje od N. Sada preostaje dokazati korak
indukcije. Odaberimo n € N tako da je F, < N < F,y1. Ako je N = F},,
tada je tvrdnja to¢na. Pretpostavimo da je N > F,,. Ocito je N — F,, < N,
pa na broj N — F}, moZemo primijeniti pretpostavku indukcije te dobivamo
N—F,=F;,+...+F,. Odatleje N = F,+(N—F,) =F,+F,+...+ F;,
te jos treba provijeriti da je 11 < n — 2.

Ova tvrdnja slijedi direktno iz F;, < N — F, < Fy,y1 — F, = F, 1. O

Edouard Zeckendorf, belgijski zaljubljenik u matematiku, izveo je svoj
teorem 1939. Otprilike 20 godina poslije, David E. Daykin pokazao je u vrlo
netrivijalnom radu [2] da je Fibonaccijev niz jedini koji zadovoljava pret-
hodni teorem, odnosno da je Zeckendorfovim teoremom dano definirajucée



svojstvo Fibonaccijeva niza. Prikaz prirodnog broja kojim smo se koristili
u Zeckendorfovu teoremu nazivamo kanonski prikaz. Iduci rezultat pokazuje
kako kanonski prikaz prirodnog broja u Fibonaccijevu brojevnom sustavu
doista ima trazeno svojstvo.

Teorem 2.2 (Lekkerkerker). Kanonski prikaz je jedinstven.

Dokaz. Dokaz se ponovno provodi matematickom indukcijom. Kao i u pret-
hodnom teoremu, neka je N > 2 te pretpostavimo da svi brojevi manji od N
imaju jedinstven prikaz. Dokazimo sad korak indukcije. Odaberimo n € N
tako da je F,, < N < F, 1. Dokazat ¢emo da se u kanonskom prikazu broja
N mora pojaviti broj F,.

Kada se F}, ne bi pojavio kanonskom prikazu, imali bismo F;, < F,,_q, F;, <
F,_3,... Ako je n paran, zapiSimo ga u obliku n = 2i, te dobivamo N <
Fo 1+ Fo 35+ ...+ Fy = Fy; — F, = F, — 1. Sli¢no, ako je n neparan,
mozemo ga zapisati u obliku n = 27 + 1, te dobivamo

N<Fy+Fy o+ .. . +Fy=Fy,—F =F, -1

U oba slucaja dobili smo kontradikciju, pa slijedi da F;,, mora biti dio kanon-
skog prikaza prirodnog broja N.

Dakle, broj N prikazali smo kao N = F,, + m. ZaSto nam pojavljivanje
broja F,, garantira jedinstvenost prikaza? Pretpostavimo da postoje dva
razli¢ita prikaza broja N. Tada bi postojala i dva razli¢ita prikaza od m, S$to
je u kontradikciji s pretpostavkom indukcije, jer je m < V. O

Dakle, broj 8 iz nasSeg primjera na jedinstven na¢in u Fibonaccijevu sus-
tavu prikazujemo kao

8 = F6 = 1F6 + 0F5 + OF4 + OFg + OF2 - 1000sz

Algoritam
Iz prethodnih dvaju teorema proizlazi jednostavan algoritam za pronalazenje
kanonskog prikaza broja prirodnog broja N:
iy =max{i € N: F; < N},
ip=max{i e N: [; <N — [} },
is=max{i e N: [; <N - F;, — F,},

Zadatak 2.1. Koristeci se gornjim algoritamom prikaZite prirodne brojeve
16,33 ¢ 57 u kanonskom prikazu Fibonaccijeva sustava.



3 Fibonaccijevi kodovi

Fibonaccijev brojevni sustav od velike je vaznosti za kriptografiju jer pri-
rodne brojeve prikazane u Fibonaccijevu sustavu mozemo na jednostavan
nac¢in pretvoriti u kodove. Fibonaccijevi kodovi atraktivniji su u odnosu na
ostale univerzalne kodove, jer omoguéuju lako odredivanje polaznih poda-
taka i jednostavnu, zahvalnu manipulaciju. Zbog tog zanimljivog svojstva,
Fibonaccijevi kodovi ¢esto nalaze svoju primjenu u programiranju i analizi
trzista kapitala.

U binarnom sustavu svaki niz znamenki 0 i 1 predstavlja neki broj. Po-
greska bilo koje vrste, poput nedostatka neke znamenke, opet daje valjani
prikaz nekog drugog broja, stoga lako moze proc¢i neopazeno. Fibonaccijev
sustav pretvara brojeve u nizove znamenki nula i jedinica, u kojem se nikada
dvije jednice ne mogu pojaviti zajedno u slijedu. Kada je god 0 koja slijedi
ili prethodi 1, slu¢ajno zamijenjena s 1, takva se pogreska lako uocava. Ovo
svojstvo Fibonaccijeva sustava daje Fibonaccijevu kodu veliku prednost u
odnosu na druge postojece kodove. Osteéeni niz podataka ne postaje besko-
ristan, nego se tijekom procesa dekodiranja gube najvise tri znamenke.

Pogledajmo kako na jednostavan nacin mozemo dobiti Fibonaccijeve ko-
dove:

Prikazimo broj 18 u Fibonaccijevoj bazi:

18 =13+ 5= F; + F5
=117+ 0Fs + 1F5 + 0Fy + 0F3 + 0F5 = 101000 g3,

Fibonaccijev kod za prirodan broj N definira se kao Fib(N) = apaias . .. a,—1
gdje su ag, ay, ..., a,_1 znamenke u prikazu prirodnog broja N = a,,_1F,, 1+
..+ asFy+ a1 F5 + agF, u Fibonaccijevoj bazi. Fibonaccijev kod je obratan
od uobicajenog zapisa brojeva u bazi, u kojem je krajnja lijeva znamenka
ona koja u prikazu broja stoji uz najveéu potenciju baze. U naSem slucaju,
uz najveéi Fibonaccijev broj. Dakle, ako je 101000; prikaz broja 18 u
Fibonaccijevoj bazi, tada je Fibonaccijev kod tog broja Fib(18) = 000101.
Na isti nac¢in prikazimo brojeve 33 i 6:
33=214+8+3+1=1Fs+0F; +1Fs+0F5+1F, +0F5+ 1F5
= 1010101 gy

Dobivamo F'ib(33) = 1010101 i Fib(6) = 1001.

Kada bismo dane brojeve zapisali u binarnoj bazi, dobili bismo takoder

niz nula i jedinica koje predstavljaju binarnu inacicu broja. Pogledajmo kako
tada zapis glasi:



33 = 10001,
18 = 01001,
6 = 011,

Napravimo li redom konkatenaciju brojeva 33, 18 i 6 zapisanih u binarnom
sustavu (tj. zapiSemo li odgovarajuce binarne prikaze jednog za drugim), do-
bivamo niz nula i jedinica 1000101001011. Budu¢i da smo unaprijed zadali
brojeve, znamo od kojih je brojeva ovaj niz sastavljen. Medutim, ako bismo
pred sobom imali isti niz nula i jedinica 1000101001011 bez prethodnog saz-
nanja od kojih brojeva je on sastavljen, ne bismo ga znali deSifrirati, jer ne
bismo znali gdje jedan broj pocinje ili zavrsava.

Na isti problem naisli bismo kada bismo napravili konkatenaciju Fibonac-
cijevih kodova za prirodne brojeve 33, 18 1 6, odnosno F'ib(33) F'ib(18) F'ib(6).
Dobili bismo niz nula i jedinica 10101010001011001. Medutim, kod brojeva u
Fibonaccijevu brojevnom sustavu taj problem mozemo lako rijesiti. U zapisu
svakog koda, iza zadnje znamenke stavimo dodatnu jedinicu:

Fib(33) = 1010101 1
Fib(18) = 000101 1
Fib(6) = 1001 1

Sada lako mozemo odrediti gdje neki broj pocinje, a drugi zavrsava. Kad
god naidemo na dvije susjedne jedinice, znamo da smo dosli na kraj niza koji
prikazuje odredeni broj. Moramo voditi rac¢una o tome da imamo jednu jedi-
nicu viska koja nam sluzi iskljucivo za odvajanje i ne koristi se pri pretvorbi
u polazni broj. Zeckendorfov teorem osigurava nam nepostojanje susjednih
jedinica u zapisu prirodnog broja u Fibonaccijevoj bazi te je ovo dodavanje
jedinice moguce.

Napravimo sada konkatenaciju brojeva u Fibonaccijevoj bazi ¢ijem smo za-
pisu dodali jedinicu

Fib(33)Fib(18) Fib(6) = 10101011000101110011.

Jednostavnim rastavom mozemo pronaci brojeve koji izgraduju dani niz nula
i jedinica
33 18 6

—
10101011 00010111001 1

Zadatak 3.1. Odredite prirodne brojeve ¢iji se Fibonaccijev kod nalazi u nizu
1001010011100011101011.



4 Prosirenja Fibonaccijeva sustava

Fibonaccijev brojevni sustav moze se na jednostavan nacin prosiriti do drugih
brojevnih sustava, u kojima prirodne brojeve prikazujemo kao sume takozva-
nih prosirenih Fibonaccijevih brojeva. Neki od predstavnika tih sustava su
tribonaccijev brojevni sustav, zatim brojevni sustav koji je definirao S. T.
Klein [5] te direktna generalizacija Fibonacccijeva sustava, koju nazivamo
m-bonaccijev brojevni sustav. Ovi brojevni sustavi imaju vaznu ulogu u
teorijskom rac¢unarstvu, gdje se zbog mnogobrojnih zanimljivih svojstava ko-
riste za konacne automate. Mi ne¢emo proucavati svojstva tih sustava, veé
¢emo ukratko dati opis prikaza priro- dnih brojeva u nekima od tih sustava.

4.1 Tribonaccijev brojevni sustav

Prosirivanjem Fibonaccijevih brojeva dobivamo tribonaccijeve brojeve koji
su definirani rekurzijom

Fi=F_1+F_o+ F_3

uz uvjet Fy =2, F5 =1, F; = 1. Dok se svaki sljedeé¢i Fibonaccijev broj do-
biva zbrajanjem prethodnih dvaju, svaki tribonaccijev broj dobivamo zbra-
janjem prethodnih triju, pa su

1,1,2,4,7,13,24, 44, 81,149 . ..

neki od prvih ¢lanova tribonaccijeva niza.

Na prirodan nac¢in mozemo prosiriti Fibonaccijev brojevni sustav do tri-
bonaccijeva brojevnog sustava. U ovom sustavu prirodan broj N moze se
prikazati kao

N = an_an+1 + ...+ CL2F4 + CL1F3 + CL()FQ,

gdje je
Fi=F 1 +F 2+F_3 F=2F=2 F=2.
U tribonaccijevu sustavu prirodne brojeve takoder mozemo prikazati na vise
nacina. A. S. Fraenkel pokazao je 1985. [4] kako ¢e, ako u prikazu uklonimo
grupe u kojima se pojavljuju tri ili vise uzastopnih jedinica, prikazi brojeva
u tribonaccijevu sustavu biti jedinstveni.
Pogledamo li odgovarajuci zapis broja 7, imamo dvije moguénosti:

7:F5:1F5+0F4+0F3+0F2 (1)



T=4+2+1=0F+1F,+ 1F+ 1F. (2)

Odbacujemo onaj zapis u kojem se pojavljuje tri ili viSe jedinica, odnosno
(2). Dobivamo prikaz 7 = 10007,.

Zadatak 4.1. Prirodne brojeve 4, 8 i 14 zapisite u tribonaccijevu brojevnom
sustavu.

4.2 Brojevni sustav srodan Fibonaccijevom

Drugo prosirenje Fibonaccijeva sustava je brojevni sustav koji je definirao S.
T. Klein, u kojem prirodne brojeve prikazujemo u obliku

N:an,anH+...+a2F4+a1F3+a0F2
gdje je
F,=F,_1+F,_,, zat>m+1
For=i1—1 zal<:i:<m+ 1, uz uvjet m > 2.

Kao i prethodni sustavi, ovaj sustav u sebi takoder sadrzava visestruke pri-
kaze. Jedinstvenost u prikazu prirodnog broja kao n-torke koja se sastoji od
nula i jedinica mozemo posti¢i uz uvjet da se izmedu svakog para jedinica
nalazi najmanje m — 1 nula [5].

Za m = 2, ovaj sustav odgovara Fibonaccijevu sustavu. Promotrimo
slucaj m = 3. Baza je tada definirana s F; = F; 1 + F;_3 te Fy = 3, F5 = 2
i F5, = 1. Primjerice, prvih pet prirodnih brojeva u novoj bazi mozemo
prikazati kao N = agFs + asFy + a1 F3 + agFs, tj. N = azd + a23 + a12 + ag.
Zbog gore navedenog uvjeta, odbacujemo one prikaze u kojima se izmedu
jedinica pojavljuje manje od m — 1 nula. U sljede¢oj tablici oznacili smo
prikaze koje odbacujemo jer ne zadovoljavaju trazeno svojstvo.

as a2 a1 Qg N
o 0 0 1 1
0O 0 1 0 2
0 0 1 1 3 < odbacujemo
o 1 0 0 3
0O 1 0 1 4 < odbacujemo
1 0 0 0 4
0 1 1 0 5 < odbacujemo
1 0 0 1 5



4.3 m-naccijev brojevni sustav

Pogledajmo ukratko i trec¢e proSirenje Fibonaccijeva brojevnog sustava, poz-
nato pod nazivom m-naccijev brojevni sustav. Prirodan broj u ovom sustavu
mozemo prikazati kao

N=ap 1Fh1+ ...+ axFy+arF3+ agky,
gdje je baza dana s
E:mﬂfl—ﬂfg, zai>31F3:m,F2:1,

a znamenke a; s 0,1,2,...,m — 1 za m > 3. Prethodna tri sustava imala
su samo dvije znamenke, 0 i 1, dok m—naccijev sustav ima onoliko znamenki
koliki m odaberemo, uz uvjet da je m barem 3. Odaberemo li m = 3,
dobivamo m-naccijev brojevni sustav s tri znamenke 0, 1, 2. Broj 5 u takvom
sustavu mozemo prikazati u obliku 5 =3+ 2 = F5+2F, tj. 5 =12,,,.

Bududi da i u ovom brojevnom sustavu postoji vise moguénosti za prikaz
prirodnih brojeva, jedinstvenost mozemo postié¢i uz neke restrikcije. U radu
[5] je S. T. Klein pokazao kako jedinstvenost prikaza brojeva u m-naccijevom
sustavu dobivamo ako se izmedu svakih dvaju pojavljivanja broja m—1 nalazi
najmanje jedan ¢ takav da i € {0,1,...,m — 3}.

Zapisemo li u m-naccijevu sustavu s tri znamenke broj 8, dobit ¢emo dva
prikaza

=2+4+6=0F,+2F; +2F, (3)

8 = Fy + 0F; + 0F. (4)

Prema gornjem uvjetu, odbacujemo prikaz (3) i prihvacamo (4) kao jedins-
tveni prikaz broja 8 = 100,,, u ovoj bazi.

Zadatak 4.2. Prirodne brojeve 9, 11 4 17 zapisite u m-naccijevu brojevnom
sustavu, gdje je m = 3.
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