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Sazetak

U ovom ¢lanku uvodi se pojam latinskog kvadrata, njegove ortogonal-
nosti, te kona¢ne projektivne ravnine (s kombinatornog aspekta). Navode
se i dokazuju neka njihova osnovna svojstva i veze. Dokazuje se dovoljan
uvjet egzistencije kona¢ne projektivne ravnine zadanog reda. Najjaci re-
zultat koji se dokazuje jest Bruck-Ryserov teorem, koji daje neke nuzne
uvjete na red kona¢ne projektivne ravnine. Na kraju, kratko i informa-
tivno daje se uvid u generalizaciju.
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Tijekom povijesti latinski su kvadrati bili dio zabavne matematike. Medutim,
u jednom su trenu matematicari uvidjeli netrivijalnost kombinatornih problema
koji proizilaze iz razmatranja o latinskim kvadratima, kao i primjenu u drugim
granama matematike. Mi éemo razviti teoriju latinskih kvadrata u mjeri koja

nam je potrebna da uspostavimo vezu s kona¢nim projektivnim ravninama.

Definicija. Kazemo da je kvadratna matrica A reda n € N latinski kvadrat ako
vrijedi:
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e Elementi matrice A su elementi nekog n-¢lanog skupaﬂ {ay,a2,...,an};

e U svakom retku matrice A, svaki a;, ¢ = 1,2,...,n nalazi se na to¢no
jednom mjestu;

e U svakom stupcu matrice A, svaki a;, i = 1,2,...,n nalazi se na to¢no
jednom mjestu.

Primjer 1. Vrlo je lako provjeriti da su matrice

1 2 3 1 2 3
M:=(2 3 1 i N=|3 1 2
3 1 2 2 3 1

latinski kvadrati reda 3.

Opceniti latinski kvadrati neée nam biti posebno zanimljivi, ali ho¢e familije

latinskih kvadrata istog reda koje imaju sljedeée svojstvo:

Definicija. Za latinske kvadrate A, = (aE?) 1A= (al(?)) ~ reda n kazemo
ij ij

da su ortogonalni ako skupEI

{(aﬁ;),aﬁ.?)) i = 1727...,n}

sadrzava n? razli¢itih uredenih parova. O¢ito je ekvivalentno zahtijevati da je
1 2 1 2 e S .
(a§1;1,a§1;1) # (aEZ;Z,al(z;Q), ¢im je 41 # 2 ili j1 # jo.

Kazemo da je skup {A1, As, ..., A:} latinskih kvadrata istog reda ortogonalan
ako su svaka dva razli¢ita elementa tog skupa ortogonalna.

Napomena. Uz ortogonalne latinske kvadrate veze se jedna poznata Eulerova
hipoteza: Ako je n =2 (mod 4), tada ne postoje ortogonalni latinski kvadrati
reda n. Pokazalo se poslije da je hipoteza pogresna, tocnije, da postoje orto-
gonalni latinski kvadrati reda n za n € N\ {2,6}. Vise o tome vidi u [2], str.
151.-152.

Propozicija 1. Neka je S = {41, As, ..., At} ortogonalan skup latinskih kva-
drata, reda n > 3. Tada jet < n — 1.

Dokaz. Buduéi da nam je bitan samo raspored elemenata u latinskom kvadratu,
a ne svojstva samih elemenata, mozemo bez smanjenja opéenitosti svakom po-
sebno preimenovati elemente; time neéemo pokvariti ni definicijska svojstva la-
tinskog kvadrata, niti ortogonalnost s drugim latinskim kvadratima, naravno,
uz uvjet da razli¢itim elementima pridruzimo razli¢ito ime. Svakom latinskom
kvadratu A; € S preimenujmo prvi redak u (1 2 ... n). Bududi da se u prvom

1MoZemo bez smanjenja opéenitosti uzimati da je rije¢ o skupu {1,2,...,n}.
2Skup dobiven superpozicijom matrica A1 i As.



retku od A; nalazi svaki element (tofno jednom), time su jedinstveno odredena
imena elemenata u svim preostalim retcima od A;. Dakle, mozemo smatrati da

su
1 2 ... n 1 2 ... n
Av=1{ . . . ), A= . . . .,
1 2 ... n
A= ]

Promotrimo koji brojevi mogu biti na mjestu (2,1) u tim matricama. Tu ne
moze biti 1, jer su te matrice latinski kvadrati. Takoder, zbog medusobne orto-
gonalnosti, ti brojevi o¢ito moraju biti razli¢iti za razli¢ite matrice, kojih ima ¢.
Brojevi su iz skupa {2,3,...,n}, paslijedi t <n — 1, tj. tvrdnja teorema. O

Napomena. Gornji dokaz moZemo provesti i u slu¢aju n = 2, te zakljuciti da ne
postoje dva razli¢ita ortogonalna latinska kvadrata reda 2.

Primjer 2. Latinski kvadrati M i N iz primjera[]] su ortogonalni, jer njihovom
superpozicijom dobivamo skup

(1,1) (2,2) (3,3)
(2,3) (3,1) (1,2
(3,2) (1,3) (2,1)

u kojem se nalaze svi moguéi uredeni parovi elemenata iz skupa {1,2,3}. Mo-
zemo po propoziciji [I] zakljuciti da ne postoji ni jedan latinski kvadrat koji bi
istovremeno bio ortogonalan s M i N.

Sada kada znamo da postoje ortogonalni latinski kvadrati, te kada imamo gor-
nju medu za njihov broj, postavlja se pitanje koliko ih zapravo moze biti za
zadani red. Odgovor na to opcenito nije poznat. Medutim, u nekim posebnim
slucajevima ipak mozemo primjetiti da se ta gornja meda postize. To je sadrzaj
sljedeceg teorema.

Definicija. Ako ortogonalan skup latinskih kvadrata reda n ima n— 1 element,
kaZemo da je taj skup potpun (ili zasicen).

Teorem 2. Neka je n prim—potencijﬂﬂ Tada postoji potpun skup ortogonalnih
latinskih kvadrata reda n.

Dokaz. Za brojeve oblika n = p™ postoji konacno (Galoisovo) polje reda n,
u oznaci (GF(n),+,-) — vidi [I], str. 280. Neka su svi (medusobno razli¢iti)

elementi tog polja sljedeéﬂ ap =0, a1 =1, as, as, ..., ap_1. Definirajmo
matrice )

A,:(”) k=1,2,...,n—1 1

k a” iG=01, -1 ) 4y y ( )

3 Prim-potencija je broj oblika p™ za neke brojeve p,n € N, gdje je p prost broj.
4Standardno, 0 je neutralni element za operaciju 4, a 1 za operaciju - u danom polju.



na sljedeéi nacin:

o) =ara;+a;  i,j=01,...n-1 k=12 ,n-1. (2)
Dokazimo da je svaka matrica iz latinski kvadrat. Buduéi da u nasem polju
ima n elemenata, kao i mjesta u svakom retku (stupcu) matrice Ay, dovoljno
je dokazati da se u svakom retku (stupcu) pojavljuju samo razli¢iti elementi.
Pretpostavimo da matrica Ay u istom retku ima dva ista elementa, tj. neka je
al(fl) = agfz) Zbog vrijedi:

aga; +aj, = aga; +aj, = a; =aj, = Jj1 = J2,

pa vidimo da ti elementi moraju biti i u istom stupcu. Sli¢no za stupce, pret-
(k) (k)

postavimo da matrica Ay u istom stupcu ima dva ista elementa, tj. a; ;= g,

Opet zbog imamo:
apa;, +a; = apai, +a; = apa;, =apa, = ag(a; —ai,) =0.

Sad iskoristimo ¢injenicu da u polju nema djelitelja nule, te ax # 0 (jer je k > 0),
pa imamo

aj, — Q5 = 0 = Qi = A4, = 11 = 12.
Dakle, matrice su latinski kvadrati (reda n). DokaZimo jo$ da su svaka dva
medusobno ortogonalna. Neka su k, k' € {1,2,...,n — 1} medusobno razli¢iti.
Uo¢imo da je tada i ax # ar, tj. axr — apr # 0. Pretpostavimo da za neke
11,42, 71,72 € {0, 1,...,n— 1} vrijedi

(k) (K _ (&) (k)
(ailjl’ailjl) - (aizjz’aizjz)'

(k) (k) & () _ (k)

To povlati a; ;= a;,;, 1.a; 5, = a;,;,, iz Cega slijede izrazi
akai;, + a5 = apai, + ajs, (3)
Qg Gy + A5, = Qg Ay + Ay (4)

Nakon $to od oduzmemo te iskoristimo komutativnost, asocijativnost i
distributivnost u polju, dobijemo

(ag — apr)ay, = (ag —apr)as, = (ap —ap)(a;y —ay,) =0

= Q5 — Ay = 0 = a;, = Gy, = 11 =12.

Nakon 8to izraz i; = i9 stavimo u , trivijalno slijedi i j; = j2, pa su latinski
kvadrati Ay i Ap ortogonalni (uo¢imo da to povlaci i da su medusobno razli-
Citi). Stoga je skup {41, As, ..., A,_1} ortogonalan te sadrzava n — 1 razli¢itih
elemenata, pa je potpun. O

Sljedeci teorem nama je viSe tehnickog karaktera, iako je znacajan i sam za sebe
(npr. u teoriji kodiranja).



Teorem 3. Neka sun > 3, t > 2 prirodni brojevi. Postoji ortogonalan skup
od t latinskih kvadrata reda n ako i samo ako postoji matrica tipa (t + 2,n?) s
elementima iz skupa {1,2,...,n}, koja ima svojstvo da stupci svake podmatrice
tipa (2,n?) tvore n? razlicitih uredenih parova iz skupa {1,2,...,n}, ili ekviva-
lentno tomu, da se pojavljuju svi moguci uredeni parovi elemenata iz tog skupa
Nazovimo to svojstvo (x).

Dokaz. Neka su

_ (@) _ (.2 _(,®)
Ar = (aij )ij’ A2 = (aij )ij’ e A= (aij )ij

t latinskih kvadrata reda n, takvih da su svaka dva razli¢ita medusobno ortogo-
nalna. Neka su, bez smanjenja opcenitosti, elementi svih tih latinskih kvadrata
iz skupa {1,2,...,n}. Poslozimo elemente tih matrica u matricu tipa (¢ +2,n?)
na sljedeéi nacin:

1 1 1 2 2 2 n n n
1 2 ...oon 1 2 ...oon 1 2 ...oon
1 1 1 1 1 1 1 1 1
N N O BN ( Y (Y Y () SR () B () S )
2 2 2 2 2 2 2 2 2
N N N C N C SN SN RN C)
t t t t t t t t t
R N ) BN BN BN C IS C N BN )

Nazovimo tu matricu A. Ako primijetimo da je svaka podmatrica tipa (2,n2)
matrice A zapravo kombinacija 2 razli¢ita retka matrice A, lako se vidi da joj
stupci tvore sve razli¢ite uredene parove (njih n?). Naime, za prva dva retka
poprili¢no je jasno. Ako bi i-ti redak (2 < ¢ < ¢+ 2) s prvim ili drugim retkom
tvorio dva jednaka uredena para, to bi bilo u kontradikciji s ¢injenicom da je
A;_o latinski kvadrat. Ako bi i-ti i j-ti redak (2 < i < j < t 4 2) tvorili
dva jednaka uredena para, to bi bilo u kontradikciji s ortogonalnoséu latinskih
kvadrata A;_s 1 A;j_o. Dakle, matrica A ima i svojstvo (x).

Obrnuto, neka je A’ matrica tipa (t + 2,n?), s elementima iz {1,2,...,n}, koja
ima svojstvo (*). Primijetimo o¢itu €injenicu da se svaki broj u svakom retku
pojavljuje to¢no n puta. Naime, ako bi se neki broj k& pojavljivao vise od n
puta u i-tom retku, tada bi tvorio vise od n uredenih parova oblika (k,nesto),
u nekoj podmatrici u kojoj se nalazi i-ti redak, pa bi neka dva para morala biti
jednaka. Ako bi se pak k pojavljivao manje od n puta, tada bi se neki drugi broj
k' morao pojaviti vise od n puta, pa provedemo analogno razmatranje za k'.
Takoder primijetimo da se svojstvo (x) nece pokvariti pri permutiranju stupaca
A’, pa moZzemo pretpostaviti da A’ ima prvi redak kao matrica A. Promotrimo
pocetni komad duljine n drugog retka matrice A’. Iznad tog komada nalaze

5Takvu matricu zovemo ortogonalna shema reda n, jakosti 2 i indeksa 1. Za detalje vidi
[3], str. 25. ili [2] str. 140. odnosno str. 225.



se samo jedinice, pa prvih n stupaca moZemo permutirati da nam taj pocetni
komad bude (1 2 ... n), a da se ne promijeni prvi redak. To ponovimo i
za sljedeci blok duljine n (ispod dvojki), te analogno sve do kraja drugog retka.
Dobili smo da prva dva retka matrice A’ izgledaju kao prva dva retka matrice
A, te je ostalo sa¢uvano svojstvo (). Dakle, bez smanjenja opéenitosti, neka je
A’ = A. Sad o€ito moZemo reverzibilnim postupkom (dobivanja matrice A iz
skupa {A1, As, ..., A+}) iz matrice A dobiti skup S := {A1, As,..., A;}. Lako
se vidi kako svojstvo (x) i prva dva retka matrice A garantiraju da su matrice
Ay, Ag, ..., Ay latinski kvadrati. Jednako je lako vidjeti da svojstvo (x) povlaci
i medusobnu ortogonalnost od A; i A;, za medusobno razli¢ite ¢,j = 1,2,...,t.
Stoga je S ortogonalan skup od ¢ latinskih kvadrata reda n. O

Primjer 3. Ortogonalna shema latinskih kvadrata M i N primjera [I] je

1112 2 2 3 3 3
12312 31 2 3
123 2 3 13 1 2
123 312 2 31

Primjer 4. Dva ortogonalna latinska kvadrata reda 10 (prvi se dobije uzima-
juéi u obzir samo znamenke jedinica brojeva u matrici, a drugi gledajuéi samo
znamenke desetica):

00 67 58 49 91 83 75 12 24 36
76 11 07 68 59 92 84 23 35 40
8 70 22 17 08 69 93 34 46 51
94 8 71 33 27 18 09 45 50 62
19 95 80 72 44 37 28 56 61 03
38 29 96 81 73 55 47 60 02 14
o7 48 39 90 82 74 66 01 13 25
21 32 43 54 65 06 10 77 88 99
42 53 64 05 16 20 31 89 97 78
63 04 15 26 30 41 52 98 79 87

Za kraj odjeljka spomenimo da ne postoji ,elegantna” matematicka teorija uz
pomoé¢ koje bi se trazile familije ortogonalnih latinskih kvadrata. Uglavnom
se za proucavanje ortogonalnih latinskih kvadrata koriste ra¢unalne metode za
nalaZzenje, te asimptotske formule za broj takvih.

2 Konacne projektivne ravnine

U ovom odjeljku Zelimo istaknuti samo kombinatorna svojstva projektivnih rav-
nina, dok geometrijska svojstva zanemarujemo (npr. ne zanima nas je li neka
projektivna ravnina Desarguesovaﬂ).

6Vidi npr. [5], str. 26.



Definicija. (Konacna) projektivna ravnina II (reda n € N\ {1}) je uredena
trojka (7,P,I) nepraznih skupova; elemente skupa 7 zovemo tocke, skupa P
pravei, a I C T x P je binarna relacija koju zovemo relacija incidencije (ako
je (T,p) € 1, kazemo da tocka T leZi na pravcu p, ili pak da pravac p prolazi
toc¢kom T), te Vrijedﬂ

(P1) Za svake dvije razli¢ite tocke postoji jedinstven pravac na kojem obje leze;
(P2) Za svaka dva razli¢ita pravca postoji jedinstvena tocka kojom oba prolaze;
(P3) Svakom tockom prolazi to¢no n + 1 pravac;

(P4) Na svakom pravcu lezi to¢no n + 1 tocka.

Za dva razliCita pravca koja prolaze istom tockom kazemo da se sijeku u toj
tocki, te je ona sjeciste danih pravaca. Za pravac koji prolazi kroz dvije razlic¢ite
tocke kazemo da je spojnica tih dviju toc¢aka, tj. da spaja te dvije tocke.

Napomena. Primijetimo da je definicija projektivne ravnine simetri¢na s obzi-
rom na pojmove tocka i pravac. Stoga koju god tvrdnju dokazemo, vrijedit ¢e i
njoj dualna tvrdnja dobivena zamjenom pojmova tocka< pravac i svih izvedenih
pojmova.

Primjer 5. Ako stavimo 7 := {1,2,...,7} 1

P = {{1,273}, (3,4,5},{1,5,6},{1,4,7},{2,5,7},{3.6,7}, {2,4,6}},

tada se lako provjeri da je (7, P, €) projektivna ravnina reda 2, koju zovemo
Fanova ravnina. Mozemo je predociti slikom:

Propozicija 4. Projektivna ravnina reda n sadriava n? + n + 1 tocku i isto
toliko pravaca.

Dokaz. Neka je P bilo koja tocka spomenute projektivne ravnine. Kroz nju (po
(P3))) prolazi n+1 razli¢itih pravaca, pri ¢emu na svakom lezi n razli¢itih toc¢aka
koje nisu P (po . Ti se pravci sijeku u P pa nemaju drugih zajedni¢ih
tocaka (po[(P2)). Dakle, imamo 1+ (n+ 1) -n = n? + n + 1 razlicitih tocaka.
Ostaje provjeriti ima li preostalih. Ako je @ neka toc¢ka razlicita od P, onda (po
(P1)) postoji pravac koji ih spaja. Taj pravac jedan je od onih n + 1, pa smo
to¢ku @ veé uracunali. Dakle, todaka ima n?+n+1, a po prethodnoj napomeni
isto toliko ima i pravaca. O

Sljede¢im teoremom potpuno razotkrivamo vezu izmedu projektivne ravnine
reda n i potpunog skupa ortogonalnih latinskih kvadrata reda n. Izlazi da je ta
veza 1-1 korespondencija. gtoviée, u dokazu dajemo efektivan nac¢in konstrukcije
jedne strukture iz druge. To ¢e, u kombinaciji s rezultatima iz prethodnog
odjeljka osigurati neke dovoljne uvjete za egzistenciju projektivnih ravnina.

7 Projektivna ravnina najcesée se definira uz pomo¢ tri aksioma: , i (P5): postoje
4 tocke od kojih tri ne leZze na istom pravcu. Ako je neki od skupova 7 ili P konacan, tada se
pokazuje da vrijede iza neki n € N, koji tada zovemo red dane projektivne ravnine.
Za datalje vidi npr. [4], str. 79. ili [5], str. 55.



1 2 3

Slika 1: Fanova ravnina — projektivna ravnina reda 2.

Teorem 5. Neka je n > 3 prirodan broj. Postoji projektivna ravnina reda n
ako i samo ako postoji potpun skup ortogonalnih latinskih kvadrata reda n.

Dokaz. Neka je dana projektivna ravnina reda n, te fiksirajmo neki pravac
p. Neka su sve (medusobno razli¢ite) tocke koje leze na praveu p sljedede:
Py, Py, ..., P,y Preostalo je n? + n+1— (n+1) = n? razli¢itih tocaka koje ne
leZe na pravcu p. Neka su sve takve Q1,Qo,...,Q,2. Kroz svaku to¢ku P; pro-
lazi jo$ n razli¢itih pravaca koji nisu p, pa tim n injektivno pridruzimo oznake
iz. skupa {1,2,...,n},zai=1...n+ 1 (dakle, dva pravca s istom oznakom ne
moraju biti jednaka, dok dva pravca s istom oznakom koja oba prolaze tockom
P;, za neki i € {1,2,...,n+ 1} moraju biti isti pravac). Definirajmo a;; kao
pravac koji je jedinstveno odreden tockama P; i @}, te promotrimo matricu
A= (oznaka od aij)i=1,2,...,n+1,j=1,2,...,n2

tipa (n + 1,n2). Elementi te matrice o¢ito su iz skupa {1,2,...,n}. DokaZimo
da A ima svojstvo (x). Ako pretpostavimo da nije tako, tada postoje medusobno
razliciti iy, € {1,2,...,n+1} i medusobno razli¢iti ji, jo € {1,2,...,n?} takvi
da vrijedi

(oznaka od a;, ;,, oznaka od a;,;,) = (oznaka od a;, ;,, oznaka od a;,;,).
Izjednacavanjem prvih komponenti uredenih parova dobijemo da je oznaka od
ai, j, ista kao i oznaka od a;, j,, za pravce a;,;, i a;,;, koja oba prolaze tockom

P;,. Stoga mora biti a;,j, = a;,;,. Potpuno analogno je i a;,;, = a;,,. Neka je
g pravac odreden to¢kama @Q;, i Q;,. Vrijedi:

5 - [(PD)] ..
Qj, lezi na a;,, = ai,4,, @), leZi na a;, j, q=a;j, = P lezinaq.



Potpuno analogno vidi se da i P;, lezi na ¢, pa je p = ¢ (po|(P1)). To povlaci
da @, lezi na p, §to je ocita kontradikcija. Dakle, matrica A tipa (n+ 1, n?), s
elementima iz skupa {1,2,...,n}, ima svojstvo (x). Prema teoremu [3| postoji
(n —1)-¢lani ortogonalan skup latinskih kvadrata reda n, a to je upravo potpuni
skup ortogonalnih latinskih kvadrata reda n.

Obrnuto, ako postoji potpuni ortogonalni skup latinskih kvadrata reda n, tada
po teoremu [3| postoji matrica A tipa (n + 1,n?%), s elementima iz {1,2,...,n},
koja ima svojsto (x). Stupce matrice A proglasimo tockama Q1,Qa,. .., Q2
(zbog svojstva (x) svaka dva stupca su razli¢ita), te uvedimo i dodatne tocke
P, P, ..., P,+1. Neka pravac p sadrzava tocke Py, Ps, ..., P, i samo te. Uz-
mimo da pravac p;;, ¢ = 1,2,...,n, j = 1,2,...,n + 1 prolazi totkom P;, te
onima i samo onima Qj (k= 1,2,...,n?) kojima se u j-tom retku nalazi broj
1. Provjerimo da je konstrukcija dobra, tj. da smo zaista dobili projektivnu
ravninu (potrebno je provjeriti aksiome (P4)):

Za kombinaciju tocaka P; i P; (i,j =1,2,...,n+ 1, i # j) jasno vrijedi —
pravac p je jedini koji ih spaja). Takoder je jasno i za kombinaciju Q; i P;
(i=1,2,...,n% j=1,2,...,n+1) - jedino ih spaja pravac py;, gdje je k
broj na mjestu (4, i) matrice A. Za kombinaciju Q; i Q; (i,j = 1,2,...,n?,
i # j) dovoljno je pokazati da i-ti i j-ti stupac matrice A imaju u to¢no
jednom retku isti broj (reéi ¢emo da se preklapaju toéno jednom). Buduéi
da se svaki broj, u svakom retku matrice A javlja to¢no n puta, broj svih
preklapanja svih stupaca je (;) -n-(n+1). Ocito se zbog svojstva (x) dva
razli¢ita stupca mogu preklapati najvise jednom. Ako se neka dva stupca
ne preklapaju, tada je

§to je nemogucée. Dakle, svaka dva stupca preklapaju se to¢no jednom.
Neka se broj k nalazi u stupcima 4 i j matrice A, u istom retku r. Sada
je jasno da je py, jedini pravac koji spaja tocke @Q; i Q);.

(P2); Zapraveepip;; (i=1,2,...,n,j=1,2,...,n+1) ocito vrijedi, sijeku se
samo u tocki P;. Takoder je jasno da je jedina zajednicka tocka pravaca
Diyj ipigj (il,ig = 1,27...,’!7,, il 7£ ig, j = 1,2,...,7’L+ 1) upravo Pj. Sad

promotrimo pravee p;, j, i piyj, (i1,92 =1,2,...,n, j1,j2 =1,2,...,n+1,
Jj1 # j2). Redci j1 i jo matrice A (svojstvo (x)) tvorit ¢e sve uredene
parove iz skupa {1,2,...,n}, pa medu ostalim i par (i1,i2), i to to¢no

jednom. Zato promatrani pravci imaju jedinstveno sjeciste.

(P3)} Za totke P; (1 = 1,2,...,n + 1) ocito vrijedi. Medutim, vrijedi i za Q;
(j =1,2,...,n2), jer se u svakom stupcu matrice A nalazi n + 1 brojeva.

Za pravac p o€ito vrijedi. Pravac p;; (i =1,2,...,n,7=1,2,...,n+1)
osim Pj, sadrzava jo§ to¢no n razlic¢itih tocaka, jer se u j-tom retku matrice
A broj ¢ pojavljuje to¢no n puta.



Dakle, konstruirali smo projektivnu ravninu, koja je ocigledno reda n. Time je
teorem potpuno dokazan. O

Sada smo se domogli glavnog rezultata ovog odjeljka:

Korolar 6 (Veblen—Bussey). Za svaku prim-potenciju p™ postoji projektivna
ravnina reda p".

Dokaz. Za p™ = 2 imamo Fanovu ravninu. Za ostale prim-potencije egzistencija
slijedi direktno iz teorema [2]1 teorema O

Prirodno se postavlja pitanje vrijedi li obrat korolara |§| (je li red svake konaéne
projektivne ravnine prim-potencija?). To pitanje i dalje nije rijeSeno, te je
preraslo u tzv. hipotezu o prz’m—potencija,maﬂ7 koja kaze da je red svake kona¢ne
projektivne ravnine prim-potencija. Rezultat koji bi bio najblizi spomenutoj
hipotezi dali su jo§ 1949. godine R. H. Bruck i H. J. Ryser, a mi ¢emo ga
dokazati. Medutim, bit ée nam potrebni neki netrivijalni rezultati iz teorije
brojeva.

3 Rezultati iz teorije brojeva

Dokazi sljede¢ih dvaju teorema nisu trivijalni te nemaju direktne veze s naSom
temom. Stoga ¢emo navesti samo iskaze teorema, uz naznaku gdje se ti dokazi
mogu pronacdi.

Teorem 7. Brojn € N moZe se zapisati u obliku n = k* +m? za neke k,m € Z
ako 1 samo ako se u rastavu broja m na proste faktore svaki prosti faktor p za
koji je p =3 (mod 4) javlja s parnom potencijom.

Dokaz. Vidi [6], str. 43. O

Teorem 8 (Lagrange). Za svaki n € N postoje x,y, z,w € Z takvi da je
n:x2+y2+22+w2.
Dokaz. Vidi [6], str. 44.—45. O

Lema 9. Neka jen € N takav da je n = p?> 4+ ¢ za neke p,q € Q. Tada postoje
m,k € Z takvi da je n = m? + k2.
Dokaz Neka je n = (2)° + (22)? gdje su p1,p2 € Z, q1,q2 € N. Slijedi

q1 q2
(q1g2)*n = p? + p3. Po teoremu [7| slijedi da se u prikazu broja (q1¢2)?n na

proste faktore svaki prosti faktor p za koji je p = 3 (mod 4) javlja s parnom
potencijom. U prikazu broja (g1¢2)? na proste faktore oéito se svaki prosti faktor
javlja s parnom potencijom. Dakle, u prikazu broja n na proste faktore svaki
prosti faktor p za koji je p = 3 (mod 4) javlja se s parnom potencijom. Po
teoremu [7 slijedi da je n = k? + m? za neke k,m € Z. O

8Eng. ,,Prime power conjecture”.
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Lema 10. Za brojeve a,b,c,d,x,y,w, z € R vrijedi identitet
(@ + 02+ +d)@® +y2 + 22+ w?) =
= (ax — by — cz — dw)* + (bx + ay — dz + cw)*+
+ (cx + dy + az — bw)? + (dz — cy + bz + aw)?.
Dokaz. Trivijalan je posao izmnoziti obje strane i provjeriti jednakost. O

Za potrebe sljedeceg dokaza bit ¢e nam zgodna i sljedeca definicija.

Definicija. Reé¢i ¢emo da uredena cetvorka (z,y,z,w) € Z* reprezentira broj
t€Z ako je t = 22 + y? + 2% + w?.

4 Bruck—Ryserov teorem

Teorem 11 (Bruck-Ryser). Neka je IT projektivna ravnina reda n te neka je
n=1ili2 (mod 4). Tada je n = k?> +m? za neke k,m € Z.

Dokaz. Neka je II projektivna ravnina reda n te neka je n = 1ili 2 (mod 4).
Po propoziciji 4] ravnina II sadrzava n? +n + 1 =: v toéku, i jednako toliko
pravaca. Lako je vidjeti da je v+ 1 =0 (mod 4). Neka su Py, P, ..., P, tocke,
aly,ls,...,l, pravci ravnine II. Neka su z1,xo, ..., z, varijable s vrijednostima
u R, te ozna¢imo

L; .= Z zj, 1=1,2,...,v. (5)
{j : Pj lezina l;}
Vrijede identiteti:
v

ED:L§:2§: Z v+ (n+1)Y  a?, (6)
i=1

i=1 j=i+1 i=1

v v v 2

ZL?zanf%—(Zm) . (7)
i=1 i=1 i=1

Identitet @ dobijemo tako da nakon kvadriranja identiteta i sumiranja po

1 =1,2,...,v iskoristimo aksiome i Identitet je malo zgodnije

zapisan identitet @ Uvedimo jo$ jednu varijablu z,4; s vrijedno$éu u R te

pribrojimo na?,; u . Dobijemo

v v+1
S nat, —nd a4 T2, ®)
i=1 =1

gdje je T := >_7_, ;. Po teoremu |8 postoje nenegativni brojevi a,b,c,d € Z
takvi da je n = a® + b? + ¢ + d?. Neka je matrica A,, € My(R) dana s

a b c d
—b a d —c
—c —d a b
—d c —b a

A, =
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Nije tegko vidjeti da je det A, = (a® + b*> + ¢ + d?)? = n? # 0, pa je A,
regularna matrica. Ako (z,y, 2z, w) reprezentira broj ¢, tada lema povladi da
(z,y,z,w)A, reprezentira broj tn. Zato moZemo pisati

n(2f + a3 + a3 +af) = yi +y3 + Y3+ vl 9)
gdje je
(Y1, Y2, Y3, y4) = (T1, 22,73, 74) Ay (10)
Sustav mozemo napisati u obliku
(xlv X2, T3, £E4) = (yh Y2,Y3, y4)A;1

Primijetimo da su elementi matrice 4! iz Q. Dakle, svaki 1, 22, x3, 74 je line-
arna kombinacija varijabli y1, y2, ¥3, ¥4 S racionalnim koeficijentima. Te linearne
kombinacije zajedno s @D uvrstimo u te dobijemo

v v+1
S Li4nal, =i+ tys+ui+tnd 2l + 717
i=1 i=5
gdje su Ly, Lo, ..., L,, T linearne kombinacije (s racionalnim koeficijentima) va-
rijabli y1, Y2, Y3, Y4,T5, 6, - - -, Ty41. Isti postupak napravimo i za sljedec¢u ure-

denu Cetvorku (x5, zg, 27, x38), 1 tako dalje, sve do (Ty_2,Ty_1, Ty, Tys1) jer je
v+1=0 (mod 4). Dobijemo identitet

v v+1
S Li4nal, =Y yi+1T17 (11)

i=1 i=1
gdjesu Ly, Lo, ..., Ly, 241, T linearne kombinacije varijabli y1, y2, . . ., yo41. I2-
raz (11)) je valjan za svaku valuaciju varijabli 1, ¥z, . . . , Yo41. Zelimo uzeti takav

y1 da bude y? = L?. Kako bismo se uvjerili da je to moguée, promotrimo slje-
deca dva slucaja:

e Ako u linearnoj kombinaciji Ly, y; dolazi s koeficijentom 1, tada jednadzbu
y1 = — L1 o¢ito moZemo rijesiti po y1, tj. mozemo za y; uzeti neku linearnu
kombinaciju varijabli y2, y3, . .., %.+1 takvu da je y3 = L2.

e Ako u linearnoj kombinaciji L1, y; dolazi s koeficijentom razli¢itim od
1, tada mozemo analogno izvesti isti zakljucak kao u proslom slucaju,
proucavajuéi jednadzbu y; = L.

Nakon te supstitucije, identitet sada postaje

v v+1
D LiHnali = yi+T?
i=2 i=2
gdje su Lo, L3, ..., Ly, 2,41, T linearne kombinacije varijabli yo, ..., yy41. Po-
navljajuéi taj postupak (za y2,ys, .., yn redom), dobijemo identitet
na g =vyi + 17, (12)
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gdje su x,41, T linearne kombinacije varijable y,+1. Tada je 41 = ayy4+1, T =
Byv+1 zaneke a, f € Q (primijetimo da su koeficijenti svih linearnih kombinacija
tijekom cijelog dokaza racionalni brojevi — ni jedan korak u dokazu nije za
posljedicu imao gubitak racinalnosti koeficijenata). Izaberimo sada y,+1 := 1.

Sada povlaéi
na? =1+ 3? 2L = (£)2—|— (ﬁ)z, é,g e Q.

e Q
Lema@ povlaéi da je n = m? + k? za neke m, k € Z. O

Korolar 12 (Bruck—Ryser, alternativna formulacija). Ako je n prirodan broj
za koji vriedin = 1 4li 2 (mod 4) i ako nekvadratni di(ﬂ broja n u rastavu na
proste faktore sadrZava barem jedan prosti faktor p takav da je p =3 (mod 4),
tada ne postoji projektivna ravnina reda n.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji projektivna ravnina reda n te neka vrijedi
n = 1ili 2 (mod 4). Tada je po teoremu [11|n = m? + k? za neke m,k € Z.
Teorem [7] povlaci da se u rastavu broja n na proste faktore svaki prosti faktor p
za koji je p = 3 (mod 4) javlja s parnom potencijom. O¢ito tada nekvadratni dio
broja n ne sadrzava ni jedan prosti faktor p za koji je p = 3 (mod 4). Obratom
po kontrapoziciji dobivamo tvrdnju korolara. O

Korolar [6] nam kaze da postoje projektivne ravnine redova 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11,
Korolar nam kaze da ne postoje projektivne ravnine redova 6, 14, 21,
22, ... Medutim, ve¢ za red 10, 12 ili 15 navedeni rezultati ne mogu nam dati
odgovor. Moze se lako pokazati da postoji beskona¢no mnogo prirodnih brojeva
za koje navedeni rezultati ne daju odgovor.
Krajem proslog stoljeéa uz pomoé¢ racunala je dokazano da ne postoji projek-
tivna ravnina reda 10, dok je pitanje o postojanju projektivne ravnine reda 12
i dalje otvoren problem. Vidi [7].

5 Poopcéenje

U ovom odjeljku iskazat ¢emo poopéenje teorema koje su nasli H. J. Ryser
i S. Chowla 1950. godine. No prije toga potrebno je definirati nesto opcenitiju
strukturu od kona¢ne projektivne ravnine. Promatrat ¢emo konac¢ne projektivne
ravnine s aspekta teorije dizajna.

Definicija. Neka su v, k, A € N takvi da je v > k > 2. Ureden par (X, A), gdje
je A C P(X), zovemo (v, k, A)-balansiran nepotpun blok dizajn (krace ¢emo
pisati (v, k, )\)—BIBD|E)7 ako vrijedi:

(B1) card(X) = v;

(B2) Svaki blok (tj. element od A) sadrzava to¢no k elemenata;

9 Nekvadratni dio broja n € N je broj 75 gdje je d := max{k €N : k2 dijeli n}.
10Kratica BIBD dolazi od engleskog naziva “balanced incomplete block design’.
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(B3) Svaki neuredeni par razli¢itih elemenata iz X nalazi se u to¢no A blokova.
Nadalje, kazemo da je (v, k, A\)-BIBD simetrican ako je A(v — 1) = k? — k.

Sada nije tegko vidjeti da je projektivna ravnina reda n zapravo (n?+n-+1,n+
1,1)-BIBD, uz identifikaciju: pravac < blok (tj. pravac smatramo skupom
tocaka koje na njemu leze). Stovise, projektivna ravnina reda n simetrican je
(n?+n+1,n+1,1)-BIBD. Sada smo u mogué¢nosti iskazati najavljeni teorem:

Teorem 13 (Bruck-Ryser—Chowla). Uzmimo da postoji simetrican (v,k,\)-
BIBD. Ako je v paran broj, tada je k—\ = w? za nekiw € Z. Ako je v neparan
broj, tada postoje x,y, z € Z koji nisu svi nula, tako da vrijedi:

2 = (k= Ny® + (—1)7 222 (13)
Dokaz. Vidi [2], str. 30.-35. O

ZaSto je teorem opcéenitiji slucaj teorema [11]7 Pretpostavimo da postoji
projektivna ravnina reda n, tj. da postoji simetri¢an (n2 +n+1,n+1,1)-
BIBD, te primijetimo da je n? +n + 1 uvijek neparan broj.

Pretpostavimo prvo da je n = 0 ili 3 (mod 4). Tada se jednakost reducira
na jednadzbu z? = ny? + 22, koja uvijek ima netrivijalno rjegenje z = z = 1,
y = 0. Dakle, u sluéaju n = 0ili 3 (mod 4) teorem Bruck—Ryser—Chowla ne
daje odgovor o (ne)postojanju projektivne ravnine reda n.

Pretpostavimo sada da je n = 1 ili 2 (mod 4). Tada se jednakost reducira
na 2%+ 2% = ny?, pa je (po lemi[9)) n = m? + k2 za neke m, k € Z, §to je upravo
tvrdnja teorema [T1]
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