Diferenciranje 1 integriranje pod znakom integrala
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When guys at MIT or Princeton had trouble doing a certain integral,
it was because they couldn’t do it with the standard methods they had
learned in school. If it was contour integration, they would have found
it; if it was a simple series expansion, they would have found it. Then

I come along and try differentiating under the integral sign, and often
it worked. ([1])

1 Teorijski uvod

Diferenciranje i integriranje pod znakom integrala je tehnika koja je ¢esto korisna
u izraCunavanju integrala funkcija jedne realne varijable. Prije nego $to krenemo
s primjerima, navedimo osnovne teoreme kojima ¢emo se koristiti.

Teorem 1. Neka je funkcija f(x,y) definirana na pravokutniku [a,b] x [c,d] i
neka je neprekidna po x na [a,b] za proizvoljan y. Pretpostavimo takoder da postoji
parcijalna derivacija (%f(x, y) i da je neprekidna kao funkcija dviju varijabli. Tada
za svaki y € [c,d] vrijedi

d b b9
= / f(y) dz) = / 5ol 0)do

Sto se tice diferenciranja pod znakom integrala koji je neodreden, osobitu ulogu
ima pojam uniformne konvergencije integrala.

Naime, ako postoji integral I(y) = faoo f(z,y) dx (definiran kao lim,_, f:f(x,y)dx)
zay € Y izasvaki e > 0 postoji by > a koji ne ovisi o y, takav da za b > by vrijedi

/aoof(x,y)d:c—/abf(x,y)d:c /boof(x,y)dx
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tada kazemo da integral I(y) konvergira uniformno poy € Y.
Za dokazivanje uniformne konvergencije integrala koriste se razni kriteriji. Mi
¢emo navesti dva.

Kriterij 1. Pretpostavimo da je funkcija f(z,y) integrabilna po z na svakom
kona¢nom segmentu [a,n] (n > a). Ako postoji funkcija p(z) koja ovisi samo o z,
integrabilna na [a, co) takva da za svaki y € Y vrijedi | f(z,y)| < ¢(x) (za © > a),
onda integral I(y) konvergira uniformno po y.

Kriterij 2. Ako je integral faoo f(z) dx konvergentan, a funkcija g(x,y) monotona
po « i uniformno ogranicena, onda integral [ f(x)g(x,y) dx konvergira uniformno

po ¥.
Sljedeci teorem daje dovoljne uvjete za prijelaz limesa pod znak integrala.

Teorem 2. Neka je funkcija f(x,y) zay € Y integrabilna po x na segmentu [a, A
za sve A > a 1 neka na svakom segmentu konvergira uniformno po x granicnoj
funkciji p(z) kada y — yo. Ako pored toga integral I(y) = faoo f(z,y) dx konvergira
uniformno poy € Y, onda vrijedi

im [ fepdo= [ o) ds
Y=Y J a
gdje yo moze biti i co.
Sto se tice diferenciranja pod znakom neodredenog integrala, pokazuje se da i
u ovom slucaju vrijedi Leibnizovo pravilo.

Teorem 3. Neka je funkcija f(x,y) definirana i neprekidna po x za © > a iy
iz segmenta [c,d] te neka za x > 0 1y € [c,d] ima derivaciju a%f(x,y) koja je
neprekidna funkcija po obje varijable. Pretpostavimo takoder da integral 1(y) =
faoo f(z,y)dx konvergira za sve y € [c,d], a integral faoo a%f(x,y) dx konvergira
uniformno po y na tom istom segmentu. Tada za proizvolini y € [c,d] vrijedi

>0
I'(y) = —f(z,y) dx.
() / T (z,y)
Za potrebe integracije pod znakom integrala navodimo sljedece teoreme.

Teorem 4. Ako je funkcija f(z,y) neprekidna na pravokutniku |a,b] X [c,d], tada

vrijedi
/Cd/abf(x’y)d‘rdy: /ab/cdf(l",y)dydx.



Teorem 5. Neka je funkcija f(x,y) definirana i neprekidna za © > a iy € |c,d].
Ako integral I(y) = faoo f(x,y) dx konvergira uniformno po y na segmentu [c, d],

tada vrijedi
d d 00 00 d
/I(y)dyz// f(w,y)dfﬂdyz/ /f(x,y)dydx-

Teorem 6. Neka je funkcija f(x,y) definirana i neprekidna za x > a 1y > c.
Pretpostavimo takoder da oba integrala [ f(x,y)dx i [° f(x,y)dy konvergiraju
uniformno, prvi po y, a drugi po x. Tada, ako postoji bar jedan od integrala
[ [ (@)l dedy @ [7° [ f(x,y)| dy dz, onda postoje i jednaki su integrali

/Coo/aoof(x,y)dxdy i /:O/Coof(m’y)dydx

Dokazi navedenih tvrdnji lako se mogu izvesti iz rezultata iz naprimjer |2} 3].

2 RijeSeni primjeri

U sljede¢im primjerima prikazana je primjena diferenciranja i integriranja pod
znakom integrala. Pritom su neki zadaci detaljno rijeseni dok su ponegdje dijelovi
rjeSenja ostali neprikazani - Citatelju se savjetuje da sam pokusa napraviti potrebne
dopune.

Ako nije naveden izvor zadatka, on je zajedno s rjeSenjem preuzet iz [3].

Primjer 1 ([4]). Nadite vrijednost integrala

(1
/de,
0

1+ 2?2

In(xt+1)
241

pravokutniku P = [0, 1] x[0, 1] i parcijalna derivacija 5 X 5 f(x,t) = m postoji

Dokaz. Definirajmo funkciju f(z,t) = Ova funkcija neprekidna je na

1neprek1dnaJe naP Tada prema Teoremulza svakit € [0,1]11(t fo x,t)dx
vrijedi I'(t 0 @ +fd§2 =y . Rastavljanjem na parcijalne razlomke 1 integracijom

dobijamo

2t arctgx — 2In(tz + 1) + In(a? 4 1) |2=1

B mt+2In2 —4In(t + 1)
2(t2+ 1) '

') = e=0 A2 + 1)

Odavde slijedi da je

In2arctgt  wln(t*+1) /t In(t + l)dt
0 )

I(t) =
®) 2 * 8 t2+1



pa je

mln2 Yn(t 4+ 1)
1) ===- / i1 &

Kako je integral na desnoj strani jednakosti upravo trazeni integral I(1), to slijedi
da je trazena vrijednost f(1) = %. ]

Primjer 2 ([5]). Nadite vrijednost integrala

/°° arctg mr — arctg
dx.
0 x

Dokaz. Neka je f(x,t) = w. Ova funkcija je neprekidna za x > 01

t e [l,7], pr1 ¢emu Je na istom skupu neprekidna i derivacija 2 f(z,t) = ol
Integral I(t) = [° f(x,t) dx konvergira za sve t € [1,7], §to je moguce pokazati
npr. Lagrangeovun teoremom o srednjoj vrijednosti, jer iz njega slijedi da za t > 1

vrijedi

arctg tx — arctgx
z(t—1)

gdje je ¢ neki broj iz segmenta [z, tz], pa imamo

= (arctgx)’

Tr=c?

arctgtr — arctgx 1 1

= < .
x(t—1) 1+~ 1422
Odavde je konvergencija integrala oc¢ita. Sada mozemo, koristec¢i se Kriterijem
1, pokazati da [ %f(:r:, t) dz konvergira uniformno po t, jer je
t > 1. Tada prema Teoremu |3| vrijedi

<0 <1 x 1 [ dy T
I'(t) = — t)dx = | ———= | dz=- — = —.
®) 0 8tf(x’> v /0 x(1+t2x2) v t/o 1+9y2 2t

Stoga je I(t) = §Int + C. Bududi da je I(1) = 0, slijedi C' = 0. Dakle,
I(r) =5 Inm. O

1 1
1+t2z2 < 1122 22

Primjer 3. Nadite vrijednost integrala

o -
sin z
dzx.
0 x

Dokaz. Nekaje f(x,t) = 22Ze~% Ova funkcija je neprekidna na P = [0, oo> %[0, al
za svako a > 0, pri cemu Je na 1st0m skupu neprekidna i derivacija 2 5[ (1)
—sinze ™. Integral I(¢ fo (x,t) dx konvergira za svako t jer za t = 0 imamo




foo S”:;m e dr = foo Slgx dx < oo (posljednja nejednakost slijedi npr. iz Dirichle-
tova kriterija konvergencije, jer ‘ fo smxdm} < 2 zasvaki a, dok X = monotono opada
k nuli za « > 0), azat>t0 > 0 imamo | [ 522 do| < [T e dr = 1 < oo.
Za t > 0 vrijedi |2 f(z,1)] = |-sinze ™| < e < 7% = p(z), a bududi da
je ¢(x) integrabilna na [0, 00), po Kriteriju 1 integral [ 5 9 f(x,t) dr konvergira

uniformno na svakom skupu oblika {t € R|t > ¢ > 0}. Prema Teoremu [3| vrijedi

I'(t) = —/ sinz e ™ du.
0

Primjenom parcijalne integracije dva puta dobijamo

1
!
I'(t) = — e zat > 0.
Odatle slijedi da je I(t) = —arctgt+C za t > 0. Pokazimo da je limy;_, I(t) =
0.
Neka je € > 0 proizvoljan i odaberimo xy > 0 takvav da je sinxz > 0 za

T € [O,Z’Q]l
TO 2 TO 2
sinx _ sinx €
O</ —e mcl:zc</ <=
0 x 0 x 2

za sve t > 0. Funkcija f(z,t) je integrabilna na segmentu [zg, A] za svaki
A > x( 1 na svakom takvom segmentu konvergira uniformno po = k 0 kada t — oo.

Integral fxoo Si%e*m dx konvergira uniformno po ¢ > 0 (prema Kriteriju 2) pa

koriste¢i se Teoremom [2[ dobijamo lim; ., /(t) = 0. Dakle, C' = 7, a vrijednost
trazenog integrala je I(0) = 7.

Dokaz da je limy_,, I(t) = 0 mogao je biti izveden i jednostavnije, kao §to ¢emo
vidjeti u sljede¢em primjeru. O]

Primjer 4. Dokazite jednakost
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/ ﬂdmzlnl
0

xe*

Dokaz. Nekaje f(x,t) = 25% —te Korlste(n se idejama iz prethodnih zadataka,
moZe se pokazati da integral I (¢ fo (x,t) dx konvergira za sve t € {t € R|ty <
t <oo}gdiejel<ty<lte da na istom skupu integral fo (x,t) dz konvergira

uniformno. Stoga prema Teoremu [3[ imamo

o & 2 2t
’t):/o fg(x,t)dx:/o (2 - 2cos)e o = —2 + 2

I(t)=In <1 + tl?) +C.

5



2—2cosx
T

Primijetimo da je neprekidna ograni¢ena funkcija na [0, 00) i da je

lim e dr = 0.
t—00 0
Stoga je lim;_,o, I(t) = 0, pa je C = 0. Dakle, trazeni integral je (1) =1In2. [
U nastavku slijede primjeri primjene integracije pod znakom integrala u rjesa-
vanju zadataka. Najprije ¢éemo ovu tehniku primijeniti na ve¢ dane primjere 2 i 4,
a zatim i na jedan poznati rezultat iz analize.

Primjer 5 ([5]). Nadite vrijednost integrala

/°° arctg mr — arctg
dx
0 x

Dokaz.

I:/ arctg mr — arc gxdmz/ —arctgtxt 1dx—/ / dtda:
0 x 0

Buduéi da je

1+(t Tz Deprekidna funkcija za x > 0it € [1,7T] i mtegral

fooo mdm prema Kriteriju 1 konvergira uniformno za svako t € [1, 7|, iz Teorema
slijedi opravdanost sljedeceg postupka:

I—/ / dtdx—/ / dxdt
1+ (xt)?
-
Primjer 6. Dokazite jednakost

/ Hﬂdx:m
0

e’

wl»—

g t:—lnﬁ
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Dokaz. Bududi da je fol sinat dt = 1_"%, imamo

[e'e] 2_2 [e’e) 1
I = / ST LS e Tdx = 2/ / sinxt e *dt dzx.
0 'y 0 0

Budud¢i da je sinzt e ® neprekidna funkcija za © > 0 it € [0,1] i integral

Jo " sinat e”* dx konvergira uniformno za svako ¢ € [0,1] po prvom kriteriju, iz
Teorema [o| slijedi opravdanost sljedeceg postupka:

1—2// sinzt e *dx dt = 2

=1n2.




Primjer 7. Nadite vrijednost integrala

& 2
/ e " dux.
0

Dokaz. lako ovo rjeSenje ne predstavlja klasi¢nu integraciju pod znakom integrala,
ipak ga vrijedi prikazati.
Neka je I = [° e~ dz. Vrijedi

& 2 I
e dr = —.
/ 7

MnoZenjem zadnje jednakosti s e~ i integriranjem obiju strana na intervalu [0, oo)

dobijamo
21 = / / e dy e~tdt = / / e~ et dt d.
o Jo o Jo

Promjena reda integriranja opravdana je prema Teoremu [0, buduéi da funk-
cija e~ t@*+1) zadovoljava uvjete ovog teorema: uniformnu konvergenciju integrala
fooo e~ t@* ) gy fooo e~ @+ q¢ lako je pokazati, a egzistencija jednog od dva tra-
Zena uzastopna integrala slijedi iz sljedeceg racuna:

* 1 T
21 = de = —.
/0 112272

Prema tome je I = -. O]

B

3 Zadaci za samostalan rad

éitatelj moze predstavljene metode primijeniti na sljedece zadatke koji su ostav-
ljeni za vjezbu.

Zadatak 1. Dokazite jednakost

*In(1 1
/ de = —arctgalog(l + a?).
0 cos T 2

Zadatak 2. Dokazite jednakost

/OO arctg va? + 2 p 572
r=—.
o (@24 1)va2+2 96



Zadatak 3. Nadite vrijednost integrala
o0 p—l
/ v Inxdx
o l+uw

Zadatak 4. Dokazite jednakost

za 0 <p<l.

1+ acosx

o 1+ Bcosx
/ 2secxIn (6—) dz = arccos® o — arccos? 3.
0

Zadatak 5 ([6]). Dokazite jednakost

T

6

o0 ZE3 ZL’5 ZL‘7 l‘2 .134
_ _ o) (1=
/0 <:'7 > 21 246" )(+22+22~4Q+22-42-62+

Zadatak 6. Nadite vrijednost integrala
*  cosnx
——dx.
/_oo @+
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